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7 Eigenschwingungen des Balkens

Wie die eindimensionale Wellengleichung besitzt auch die partielle Differentialgleichung
Ww + (EI/oA) w!¥ = 0 fur Balkenschwingungen Eigenlésungen, welche die Differentialglei-
chung und die homogenen Randbedingungen erflllen. Um diese zu finden, wahlt man in
entsprechender Weise einen Bernoulli’'schen Produktansatz, der die partielle Differential-
gleichung in eine gewdhnliche Differentialgleichung 2. Ordnung bezuglich der Zeit und eine
gewohnliche Ortsdifferentialgleichung 4. Ordnung entkoppelt.

Waéhrend die Losung der Zeitdifferentialgleichung wie bei der Wellengleichung auf eine har-
monische Schwingung fuhrt, werden die Loésungen der Ortsdifferentialgleichung im Unter-
schied zu den Eigenformen der Wellengleichung nun sowohl von trigonometrischen als
auch von Hyperbelfunktionen gebildet. Die sich aus den Randbedingungen ergebende
charakteristische Gleichung kann dadurch i. Allg. nicht mehr analytisch geldst werden, son-
dern die Nullstellen der charakteristischen Funktionen und damit die Eigenfrequenzen des
Balkens mussen numerisch durch Nullstellensuche gefunden werden. Der gr6Beren Kom-
binationsvielfalt der vier Randbedingungen entsprechend ist auch die Vielfalt der verschie-
denen Eigenfunktionen gréBer als bei der Wellengleichung.

Auch hier kann die Orthogonalitat der Eigenfunktionen nachgewiesen und zur Normierung
der Eigenfunktionenen verwendet werden. Durch Zusammensetzen der Eigenfunktionen
und der Zeitldsungen entsprechend des Produktansatzes findet man die Eigenschwingun-
gen des Balkens als zeitlich synchrone Schwingungen in Form der Eigenfunktionen. Aus-
lenkungsmaxima und Nulldurchgéange erfolgen dabei fur alle Punkte des Balken gleichzei-

tig.
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7.1 Eigenlosungen

Partielle Differentialgleichung der Balkenbiegung
. El _
w + oA w! 0

Produktansatz wx,t) = W(x)y(t)
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Yo _ _ EL W)
y(t) oA Wix)
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=const =: —w
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. A
¥(6) + 0?y(®) = 0 W) —y* W) =0 mit y*:= w? QE_I
y(t) = A coswt + B sinwt W(x) = C cosyx + D sinyx + E coshyx + F sinhyx

= ¥ cos(wt — @)



W 7 Eigenschwingungen des Balkens 47

Festlegung der Konstanten v durch die Randbedingungen

e Beispiel:
gelenkig—gelenkige Lagerung

w(0,£) = 0
w”(0,¢) =0
w(L,t) = 0
w" (L,t) =0
1 0 1 0 C
-1 0 1 0 Dl_,
cosyL sinylL. ~ coshyL sinhyL||E|
— cosyL —sinyL coshyL sinhyL|[F

Vs

charakteristische Gleichung sinyL = 0

Eigenfrequenzen W, = Vi /%= km? /ﬁ . k=12,..

Eigenformen W, (x) = D, sin(ykL %) =D, sink‘Z—x , k=12..
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e Allgemeine Einspannung

Eigenfrequenzen o, = (y,L)* /El/oAL*

Eigenformen fir k£ = 1,2,3

Lagerung
(y1L)? (v,L)? (v5L)?
1 — cosyL coshyL =0
fest — fest 4 4 -
22.4 61.7 120.9
— el 9.87 39.5 88.8 7
: : 1 — cosyL coshyL =0
frei — frei
22.4 61.7 120.9
fest tanyL — tanhyL = 0 o
— gelenkig 15.4 50.0 104.2
_ 1 + cosyL coshyL =0
fest — frei "
3.52 22.0 61.7
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7.2 Orthogonalitat der Eigenfunktionen

Orthogonalitatsbedingung
Die Eigenfunktionen der Balkenbiegung lassen sich stets wie folgt normieren:

L
[Wx)W,-(x)dx -] il
0

Begrindung:
o firi=j:w,, W), k= 1,2,..erfillen Dgl. W — y* W = 0 und hom. Randbed.
i
LA S
k=j

L L
subtr. +integr.: (yl‘.‘ - y]‘.‘) ’ Windx= ’ (WiIVWj — W]IVWl,)dx
0 0

<& partielle Integration

”n L ”n L L ”n ’ n ’
=mvm—%I%—[W3%—MPMﬂ

0
1 partielle Integration

!

L
” L ” L ” L ” ! L ” ” ” ”
=W W =Wl W e (W =W ax
0

g hom.RB:W=0vQ~W"=0= W'"W|OL=O

W =0VM~W" =0= W"W’|OL=O

=Y,
=0 y:y”Windx=01/

e furi = j: W,(x) nur bis auf einen freien Faktor bestimmt — Normierung madglich
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7.3 Eigenschwingungen

Partielle El
Differentialgleichung W+ od wlV =0
Produktansatz  w(x,t) = W(x) y(¢)
Gewohnliche
Differentialgleichungen
: A
¥(t) + w?y(t) = 0 WV x) —y* Wx) = 0 mit y*:= 0? QE_I
W(x) = C cosyx + D sinyx
Q + E coshyx + F sinhyx
homogene Randbedingungen
Eigenfrequenzen w,, k=12,..
C.,D.,E., F,
Yilt) = yq, cos(@it — @) Wi (x) = C, cosyx + D, sinyx

+ E, coshy,x + F, sinhyx

w6, 1) = Wi(x) y,(t)

Eigenschwingungen
w6, 1) =y, (Crcosyx + Dysinyx + Ejcoshyx + Fysinhyx) cos(wt — @)



