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Aufgabe 1 (7 Punkte)

Ein Stab (Lange 4L, Wellenausbreitungsgeschwindigkeit c) ist linksseitig
fest eingespannt. Das Bild zeigt die Halbwelle f(x + ct) einer Langsschwin-
gung u(x, t) zum Zeitpunkt t = 0.

/ —» u(x, t)
Y >
uT a £(x)
. : : —
L 2L 3L 41 X

a) In welche Richtung lauft die Halbwelle f (x + ct) zunéchst?

Ul nach links ] bleibt stehen

b) Zeichnen Sie die Halbwelle fiir die Zeitpunkte t, = kL/cfurk =1 ...3.
Zeigen Sie fur den Fall k = 2 zusatzlich die Konstruktion der Reflexion
mit verschiedenen Farben fiir die Teilkomponenten.

t=1LJc: Au
a
0 I I I =
L 2L 3L 4L X

O nach rechts

-a

t =2L/c: Au

t=3L/c: Au

L 2L 3L 4L

c) Welche Art der Spiegelung findet fiir k = 2 statt?

L1 Punktspiegelung L1 Achsenspiegelung



Aufgabe 2 (13 Punkte)

Eine homogene zylindrische Walze (Masse m, Radius r) rollt auf einer Un-
terlage und ist liber zwei Federn (jeweils Steifigkeit c) mit der Umgebung
verbunden. In ihrem Schwerpunkt C; ist ein homogener Stab (Masse m,
Lange 4r, Schwerpunktabstand b) frei drehbar gelagert. Die Federn sind

fir s = 0 entspannt.

a) Wie groB sind Schwerpunkt- und Winkelgeschwindig-
keit der Walze?

\x‘n

b) Wie grof’ sind translatorischer und rotatorischer Anteil der kinetischen

Energie der Walze?

T

translatorisch

rotatorisch

c) Beschreiben Sie die Lage 7, des Stabschwerpunkts C, im inertialen
xyz-Koordinatensystem und bestimmen Sie dessen Absolutgeschwin-

digkeit ¥,.

d)

e)

f)

g)

Wie grol’ sind Schwerpunkt- und Winkelgeschwindig-
keit des Stabes?

%)

w3

Wie groR sind translatorischer und rotatorischer Anteil
der kinetischen Energie des Stabes?

rotatorisch

Wie grol} ist die potenzielle Energie des Gesamtsystems?

Wie lautet die Lagrange Funktion?

2
O L=%ms’2+mb$‘<pcos<p+m<p2<%+%r2>—cs2
5 b: 2
O L=Zm§2+mb$<pcos<p+m<p2 7+§r2 + cs?
5 b> | 2
O L=Zm§2+mb(§(p+g)cosq)+m(p2 ?+§r2 —cs
b2

O L= %ms’2 + mb(s¢ + g) cos ¢ +m<,b27+cs2

2

—



Aufgabe 3 (13 Punkte)

Flir das System in Aufgabe 2
(rollende Walze mit Stab)
findet man die nichtlineare
Bewegungsgleichung

e) Das Diagramm zeigt die daraus 4
folgenden Eigenfrequenzen fir
ausgewahlte Parameterwerte. Wie
groR sind diese fir b = r und wie
groB sind die  zugehorigen
Schwingungsfrequenzen?

(1)1 =
5 beoso | T TTTTTTTT
7™M mocose [s] 4 —mb@? sin g + ZCS] — 0 w0, =
4 . b . - . 2
mb cos @ m(b2 +§r2) ¢ mgbsme Lo
a) Wie lauten die Bedingungen fir Gleichgewichtslagen und die zugehori- ‘
gen Losungen?
fl = HZ
[ ‘:0 - S = , o= ————= 0o 0.5 1 1.5 2
- — === == b/r
f2 = HZ

b) Linearisieren Sie folgende Terme fiir ¢ < 1:

f) Fir b = 0 ergibt sich der zu w, gehérige Eigenvektoralsy; = [0 1]7.

L - 2
SIn@ = ’ cose = ’ ¢ = Beschreiben Sie verbal die zugehorige Eigenschwingung.

c) Linearisieren Sie die Bewegungsgleichung fir ¢ < 1.

ol ol=0

d) Wie bestimmt sich die zugehdrige charakteristische Gleichung? g)

Fiir b = 0 gehért zu w, der Eigenvektor ¥, = [1  0]7. Beschreiben Sie
verbal die zugehorige Eigenschwingung.



Aufgabe 4 (17 Punkte)
Ein Stab (Querschnittsfliche A,

Lange L, Dichte p, Elastizitditsmo- m = u pAL

dul E) ist am linken Ende fest ein- p,E AL

gespannt und tragt am rechten

Ende eine Endmasse m = u pAL —_— x
u(x,t)

mit dem Faktor u = 0.

a)

b)

c)

d)

Welche Bedeutung hat der Faktor u?

Ll Ldngenverhdltnis von Endmasse zu Stabmasse
Ul Volumenverhdltnis von Endmasse zu Stabmasse
L] Massenverhdltnis Endmasse zu Stabmasse

Durch welche Gleichungen werden die Langsschwingungen des Stabes
beschrieben?

O i = —c?u'”, u(0,t) =0, u'(L,t) =0
Ou” = —c2u”, u(0,t)=0, u'(L,t) =u(L,t)
L
O it = c?u”’, u(0,t) =0, u'(L,t) = - I;L_zu(l" t)

Wie groR ist c und wie bezeichnet man diese GrofSe aufgrund ihrer phy-
sikalischen Bedeutung?

Bezeichnung:

Zur Losung obiger Gleichungen verwendet man den Produktansatz
u(x, t) = W(x) y(t). Bestimmen Sie die zugehorigen Ableitungen.

) d%u ) ou
u(xlt)_atz_ ’ u(xtt)_ax_

Durch Einsetzen des Produktansatzes in die partielle Differentialglei-
chung entsteht die gewdhnliche Differentialgleichung ¥ + w?y = 0 mit
der zunachst noch unbekannten Eigenfrequenz w. Wie lasst sich damit
ii(x, t) alternativ darstellen?

O it = —w?W

O i = —w?Wy O i = w?y

f)

8)

h)

Welche Bedingungen fur W (x) ergeben sich damit aus den Randbe-
dingungen in Teilaufgabe b)?

Weiterhin liefert der Produktansatz die lineare Differentialgleichung
W" + (w/c)*W = 0 mit der allgemeinen Lésung
) W
W(x)=_C cos?x +D sin?x .

Ergdnzen Sie das Gleichungssystem fir die zunachst noch unbekannten
Koeffizienten C, D € R, das mit der Abkirzung w' = wL/c aus Teilauf-
gabe f) resultiert.

C
=0

D

Welche charakteristische Gleichung muss erfillt sein, damit dieses Glei-
chungssystem nicht-triviale Lésungen hat?

—(sinw’ + pw' cosw') (cosw’ — pw' sinw")

flw):= =0
Das Diagramm zeigt die charak- 6 —
teristische Funktion f(w’) fur — |/—#=0 /T\
verschiedene Werte von u. Wie —p=1 /
verandern sich die Eigenfre- 2 H p=10] | \
quenzen w; des Systems, wenn  ~ T~ / LTI
die Endmasse im Verhiltnis zur = °[ ~_1/ \ )
Stabmasse zunimmt? 2l \ /

N—
U w; fallen 4
I:l wl Stelgen _60 1 2 3 4 5 6 7 8

LI w; unabhdngig von u



k)

Wie lautet die charakteristische Glei-

chung fir den Stab ohne Endmasse fir pE AL
fest-freie Randbedingungen? Wie grof3
sind die daraus resultierenden ersten —_—
drei Eigenfrequenzen? u(x,t)
O sinw' =0 cosw' =0 O tanw’ =0
e d a)i = , (l)é = ) (1)’3 =
Welchem Fall entspricht dies in Teilaufgabe i)?
Hu=0 Ou=1 Ou=10
Flr u — oo verhalt sich die Endmasse
aufgrund der hohen Tragheit wie eine pE, AL
feste Einspannung. Wie lautet die cha-
rakteristische Gleichung fiir den fest- —_—
fest eingespannten Stab und welche Ei- u(x, t)
genfrequenzen resultieren daraus?
sinw' =0 cosw' =0 Otanw' =0

1 I LA
= W = ’ Wy = ’ w3 =




Aufgabe 5 (10 Punkte)

Eine leere Flasche (Schwerpunkthdhe
s) schwimmt im zylindrischen Bereich
(Innendurchmesser d, AuRendurch-
messer D) aufrecht im Wasser (Dichte
p, Eintauchtiefe t).

a) Geben Sie den Inhalt A der

Schwimmflache, deren axiales Fla-

V<

i
i
i
i
!
|
!
chentragheitsmoment I, sowie das | Cx
Volumen V der verdrangten Flis- ?
sigkeit an. f i \V4
) l Y.
A= , t ( z
______ i
<:—>
I, = , d
——
—————— D
V=

b) Wo liegen die Schwerpunkte Cx der Flasche sowie Cr des verdrangten
Wasservolumens? Geben Sie jeweils deren z-Koordinaten an.

e) Fir D=7cm, s=10cm
ergibt sich abhangig von
der Flaschenmasse m ne-
benstehende Metazenter-
hohe. Wie schwer muss die
Flasche sein, um in aufrech-
ter Position stabil schwim-
men zu kdnnen?
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m [kg]

f) Skizzieren Sie eine stabile Schwimmlage der Flasche, wenn obige Bedin-

gung verletzt ist.

M



Aufgabe 6 (12 Punkte)

Auf dem )
SchloBkirchplatz steht ein Qo

Brunnen mit mehreren pL
Becken mit unterschiedlicher

Cottbuser

Auslass 1

Anzahl von Ausldassen. Das

Wasser (Dichte p) fliefSt
zunachst in das obere Becken
mit einem einzelnen Auslass 1
(Flache Ay, Hohe b,
Austrittsgeschwindigkeit v;).
Der ausflieBende Wasser-
strahl tritt mit der Geschwin-
digkeit vy in das mittlere Be-
cken ein und von dort an zwei
Auslassstellen 2 (jeweils
Flache 2A,, Auslasshohe d,
Austrittsgeschwindigkeit v)
wieder aus. Nach dem Auffangen wird das Wasser wieder nach oben
obersten Auslass gepumpt (Volumenstrom (). Betrachtet wird der st
ndre Zustand des Brunnens, der Luftdruck ist p;.

a) Formulieren Sie die Bernoulli-Gleichung zwischen Auslass 1 und

| Q lg—

zum
atio-

dem

Auftreffen des Wasserstrahls auf die Oberflache im mittleren Becken.

c) Welche Austrittsgeschwindigkeit und welcher Volumenstrom ergeben

sich im Auslass 1 aus der Wasserstandshohe a im oberen Becken?

d)

f)

g)

Welche Austrittsgeschwindigkeit und welcher Volumenstrom ergeben
sich an einem einzelnen Auslass 2 aus der Wasserstandshdhe ¢ im mitt-
leren Becken?

In welchem Verhiltnis stehen die Volumenstréme Q; und Q, im statio-
naren Zustand? Welches Verhaltnis der Wasserstandshéhen a und ¢
ergibt sich daraus?

“@_y g&_, g&_,

2 Q2 Q2
a a a a

- d—-=2 - =4 — =8 — =16
c c c c

Welche Wassers_tandsht')he c stellt sich im mittleren Becken bei einem
Volumenstrom Q, der Pumpe ein?

Wo geht bei diesen idealisierten Betrachtungen nach Bernoulli die
Pumpenantriebsenergie verloren?

Ul direkt im Auslass
L im Wasserstrahl
L1 beim Auftreffen des Wasserstrahls

Ul in der Zustromung im Bereich des Auslasses

ENDE



