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Theoretische Informatik
Prof. Dr. Meer, Dr. Gengler
Aufgabenblatt 12
Besprechung in KW 03 / Abgabe in KW 04

Heften Sie unbedingt alle Blatter Ihrer Losung zusammen und geben Sie oben auf dem ersten Blatt
Thren Namen und Vornamen an.

Kriterium fiir erfolgreiche Bearbeitung des ﬂ'bungsblattes:
Bearbeitung von: — Aufgabe 1, 3

— Aufgabe 2, wird aber nicht korrigiert,

— Aufgaben 14, 15, 16, 17, 18 und 19

Aufgabe 1

Fiihren Sie ein Zeitprotokoll. Schreiben Sie an jede Aufgabe, wie lange Sie an dieser Aufgabe gearbeitet
haben. Bereiten Sie die bis jetzt gehaltenen Vorlesungen nach! Geben Sie ebenfalls an, wieviel Zeit
Sie hierfiir aufgewendet haben.

Aufgabe 2
Schreiben Sie alle in der Vorlesung neu vorgekommenen Definitionen auf!

Aufgabe 3
Drucken Sie das Ubungsblatt aus, lesen Sie es vor dem néchsten Ubungstermin durch, bringen Sie die
ausgedruckte Version mit zu den Ubungsterminen.

Aufgabe 4
Zeigen Sie fiir folgende Sprachpaare (L1, La), dafl Ly <,,, Ly und Lo <,,, L;.

1. Ly := {aa} und Ly := {b,a},

2. Ly :={aa} und Ly := {w € {c}* | |w| ist durch 4 teilbar},

3. Ly :={w € {a,b}* | #4(w) ist gerade} und Ly := {w € {c}* | |w| ist durch 4 teilbar},
4. Ly = {ww | w € {a,b}*} und Ly := {ww | w € {a,b}*} .

Aufgabe 5
Sind folgende Funktionen f : {a,b}* — {a,b}* Reduktionen von L; auf Ly (L1, Ly C {a,b}*)?

1. f(w):=a#® L :={ab} und Ly := {b,a}.

2. f(w) :==ww, Ly:={wée€ {a,b}*|2teilt |w|)} und Lo :={w € {a,b}* | 4 teilt |wl|},

3. f(w) = (bb)#a) L) :={(aab)” € {a,b}* | n € N} und Lo := {w € {a,b}* | 4 teilt #,(w)},
4. f(w) :=ww, L :={w € {a,b}* | w endet mit aa} und Ly := {w € {a,b}* | aaa Teilwort von

w},

5. f(w) :=ww, L :={w € {a,b}* | wendet mit a} und Lo := {uaav | u,v € {a,b}* A |u| = |v|}.
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Aufgabe 6
Sei A C N eine unendliche nicht-aufzdhlbare Menge und sei f : N — A definiert durch:
~ | min(A) falls ¢ = 0,
1) = { min(A\ {f(1) |1 =0,...,i—1}) sonst.
Zeigen Sie:

1. f ist eine totale Bijektion f: N — A.
2. Die Funktion f ist keine Reduktion von N auf A.
3. Die Funktion g : {a}* — {a}* mit g(a") := a/(™ ist keine Reduktion von {a}* auf {a’ | i € A}.

Aufgabe 7
Wir betrachten die Funktion f, welche das Programm w einer Turing-Maschine M, in das Programm
v einer Turing-Maschine M, abbildet die sich wie folgt verhalt:

e Bei Eingabe eines Wortes z 16scht M, zunéchst seine Eingabe (d.h. M, ersetzt x durch \).
Anschlieflend schreibt M, das Paar (u,u) auf das Band und verhélt sich anschliefflend wie die
universelle Turing Maschine (d.h. M, simuliert M, auf Input ). AnschlieBend 16scht M, ihr
Band und stoppt.

Zeigen Sie:

1. f ist berechenbar.
2. f ist jeweils eine Reduktionsfunktion von H; = {u | u ist Code einer TM und M, (u) |} auf die
folgenden Sprachen L; (i =1,...,4)

Ly := {v|wvist Code einer TM und M, (\) |}
Ly = {v|wvist Code einer TM und L(M,) # 0 }
Ls := {v|wvist Code einer TM und M, stoppt fiir unendlich viele Eingaben}
Ly := {v|vist Code einer TM und 3z : M,(z) | A}
Ls := {v|wvist Code einer TM und Vx : M,(z) | A}

Aufgabe 8

Sei Ly := {x|xist Code einer TM und 3y : M,(y) | 11}, und

Ly := {z]|xist Code einer TM und 3z : My(z) | 2 A z# x}.

Zeigen Sie, daf3 L; und Lo aufzdhlbar sind,
— indem Sie jeweils eine erkennende Turing-Maschine skizzieren, sowie
— indem Sie L; bzw. Lo jeweils auf Hy = {u | u ist Code einer TM und M, (u) |} reduzieren.

Aufgabe 9
Zeigen Sie: (X endliches Alphabet, A, B, L C {0,1}*)

1. (A<mo BN BeREC) = A€ REC.

(A<mo BANA¢RE) = B ¢RE.

Ist A entscheidbar, B # (), B # {0,1}*, dann ist A <;,, B.

[LEREAL¢REC] = [L £mo L und L %y, L].

Hy <no ({1}'H1 U {0} E) ) Eémo ({1} ~Hy U {O} E) _

Es gibt eine Sprache L, so dafl weder die Sprache L noch ihr Komplement L aufzédhlbar sind.
Es gibt nicht-entscheidbare Sprachen A und B mit A <,,, B und B £y, A.

OOtk
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Aufgabe 10
Zeigen Sie: (X endliches Alphabet, A, B, L C {0,1}*, vollstindig jeweils beziiglich <)

1. (A RE-vollstdndig und A <, B und B € RE) = B RE-vollstindig.
2. H ist RE-vollstandig ist:
Hinweis: Zu L(M,,) definiere f, : ¥* — ¥* mit f,(w) = (u,v)
3. H; ist RE-vollsténdig.
Hinweis: Zeigen Sie H =, Hi
4. Es gibt RE-vollstéandige Sprachen in {0}*.
5. Keine entscheidbare Sprache ist RE-vollstéandig.
6. Jede nicht-triviale entscheidbare Sprache ist REC-vollstandig..

Aufgabe 11

Wir betrachten die Funktion f, welche das Programm u einer Turing-Maschine M,, in das Programm
v einer Turing-Maschine M, mit Eingabealphabet 3 abbildet die sich wie folgt verhélt:

Bei Eingabe eines Wortes x € ¥* simuliert M, zunéchst M, auf Input u fiir hochstns |x| Schritte.
Wird innerhalb diese |z| Schritte die Simulation beendet (also stoppt M,, auf Input u in weniger als |z|
Schritten), startet M, eine Endlosschleife (der Input = wird verworfen); wird die Simulation hingegen
nicht beendet (M, fiihrt auf Input w mehr als |z| Schritte aus, so 16scht M, ihr Band und stoppt. M,
akzeptierend (der Input = wird akzeptiert, A\ wird ausgegeben).

1. Zeigen Sie, dass f berechenbar ist.
2. Zeigen Sie, dass f eine Reduktionsfunktion von H; = {u | u ist Code einer TM und M, (u) |}
auf die folgenden Sprachen L; ist (i =1,2,3)

Ly = {v|vist Code einer TM und L(M,) # ¥*}
Ly := {v|wvist Code einer TM und 3z : M,(z) T}
Ly := {v|wvist Code einer TM und M, stoppt nur fiir unendlich viele Eingaben}

3. Zeigen Sie, dass f eine Reduktionsfunktion von H; = {u | u ist Code einer TM und M, (u) T}
auf die folgenden Sprachen L; ist (i =4,5)
Ly := {v|wvist Code einer TM und L(M,) = ¥*}
Ls := {v|vist Code einer TM und Va : M,(x) | A}

Aufgabe 12
Welche der folgenden Sprachen sind entscheidbar? Bei welchen Sprachen kann der Satz von Rice
angewendet werden? Begriinden Sie ihre Angaben.

Ly = {v]|wvist Code einer TM und M, hat eine ungerade Anzahl von Zusténden}
Ly := {v|wvist Code einer TM und bei Eingabe von 010 wird im Laufe der Berechnung ein a gedruckt}
Ls := {v|wist Code einer TM und M, stoppt fiir unendlich viele Eingaben.}

Aufgabe 13

Sei f eine Funktion aus ¥* nach ¥*. Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

1. f berechenbar = Bild(f) aufzdhlbar.
2. f berechenbar = Def(f) aufzéhlbar.
3. f berechenbar und total = Bild(f) entscheidbar.
4. f berechenbar und total = Def(f) entscheidbar.
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Aufgabe 14
Geben Sie berechenbare Funktionen fi, f2, f3 und f; aus ¥* nach ¥* an, die folgende Eigenschaften
haben:

)
) nicht-entscheidbar und Bild( f2) nicht-entscheidbar.
f3) entscheidbar und Bild( f3) nicht-entscheidbar.

fa) entscheidbar und Bild(f4) entscheidbar.

Begriinden Sie jeweils, weshalb die geforderten Eigenschaften erfiillt werden.

(
(
3. Def(
4. Def(

Aufgabe 15

Welche der Eigenschaften “reflexiv”’, “symmetrisch”, “antisymmetrisch”, “transitiv’ haben die Rela-
tionen “<p,o’ bzw. “=p, auf der Menge aller Sprachen iiber dem Alphabet {0,1}*? Beweisen Sie
jeweils Thre Antwort.

Aufgabe 16
Sind folgende Funktionen f : {a,b}* — {a,b}* Reduktionen von Ly auf Ly (L1,Ls C {a,b}*)?

L fw) = W),

Ly :={w € {a,b}" | |w| ist Quadratzahl} und Lo :={w € {a,b}* | |w| ist Quadratzahl},
2. fluw) = (bb)#e(®),

Ly := {(aba)®" € {a,b}* | n € N} und Ly := {w € {a,b}* | 6 teilt #4(w)}

Aufgabe 17
Zeigen Sie: (X endliches Alphabet, A, B, L C {0,1}*)

1. (A<mo BANBeRE) = AcRE.

(A<mo BANA¢REC) — B ¢ REC.

A <mo B < A <mo B

_‘(Hl <mo Hl) L

({1} - Hy U {0} - Hi) %mo Hi B

Es gibt eine Sprache L, so dafl weder die Sprache L noch ihr Komplement L aufzédhlbar sind.
7. Sind A und B RE-vollstandig, so gilt A =, B.

AR b

Aufgabe 18
Zeigen sie, dass die folgenden Sprachen nicht entscheidbar sind, indem Sie H; = {u | u ist Code einer
TM und M, (u) |} auf diese Sprachen reduzieren:

Ly := {v|wvist Code einer TM und M, (010) |}
Ly := {v|wvist Code einer TM und |L(M,)| = o0 }
Ly := {v|wvist Code einer TM und M, stoppt immer}

Aufgabe 19
Welche der folgenden Sprachen sind entscheidbar? Bei welchen Sprachen kann der Satz von Rice
angewendet werden? Begriinden Sie ihre Angaben.

Ly := {v|vist Code einer TM und M, hat eine gerade Anzahl von Zusténden}

Ly := {v|wist Code einer TM und bei Eingabe von A wird im Laufe der Berechnung ein a gedruckt}
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Definition [(semi-)charakteristische Funktion]:

Fiir eine Sprache L C ¥* sind die semi-charackteristische Funktion r und die charakteristische
Funktion xr definiert durch:

. 1, falls x € L,
© pr: T —{0,1}" mit pr(z):= { undefiniert, sonst.

o xr: ¥ —{0,1}" mit xp(z):

1, falls x € L,
0

, sonst.

Definition: [reduzierbar]:
Lr <= L (many-one) reduzierbar auf L’
= 3Jf:X] — X7, total und berechenbar mit
VweXi :we Ll fw)eL
L=mo L = (L<moL AL <polL)

Definition: [vollstindig]:

Fiir eine Sprachklasse £ heisst eine Sprache A L-vollstdndig bzgl. der Reduktion <,
genau dann, wenn A € Lund VL € L : L <, A.

Notation: Fiir eine Turing-Maschine M und ein Inputwort w bedeutet:

M(w) 7 : M angesetzt auf w stoppt nicht,

M(w) | M angesetzt auf w stoppt,

M(w) ] v : M angesetzt auf w stoppt mit Ausgabe v.
H = {(u,v) | uist Code einer TM und M, (v) |}
H, := {u | wuist Code einer TM und M, (u) |}




