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Effiziente Algorithmen I SS 15

Prof. Dr. Meer, Dr. Gengler
Aufgabenblatt 6

Aufgabe 0

Bereiten Sie die Vorlesungen gewissenhaft nach, fithren Sie dabei ein Zeitprotokoll. Sollten Sie
weniger Zeit fiir die Nachbereitung verbrauchen als die Vorlesung dauerte, so wiederholen Sie
diesen Schritt nochmal.

Aufgabe 1
Sei g eine natiirliche Zahl grofler gleich 2.

1. Zeigen Sie, dass die Relation (x = y) mod g eine Kongruenzrelation auf (Z, +) ist.

2. Sei Zg =7 / gZ die Menge der zugehérigen Aquivalenzklassen. Hierauf seien + und - kanon-
isch definiert. Zeigen Sie, dass (Z / 9Z,+,-) einen kommutativen Ring mit Eins bildet.

3. Zeigen Sie, dass (Zg, +, ) nicht nullteilerfrei ist, falls g keine Primzahl ist.

Aufgabe 2
Gegeben seien m n-Bitzahlen ay,...,a, aus N sowie die n-Bitzahl b € N\ {0,1} mit n,m € N.
Geben Sie ein Verfahren an, das in O(n) Platz ([]"; a;) mod b bestimmt.

Aufgabe 3
Recherchieren Sie Ausage und Beweis des Chinesischen Restsatzes.

Aufgabe 4 (kleinster Nichtteiler)
Wir definieren:

kN(n) :=min{t € N |t > 1, ¢ teilt n nicht}
gkN(n) := max{kN(v) |v € {1,...n} }

1. Erstellen Sie per Rechner eine moglichst grosse Tabelle mit den Spalten n, log(n), kN(n),
gkN(n).

Tragen Sie die Werte in ein Diagramm ein.

In welcher Gréfenordnung liegen die Funktionen kN(n), gkN(n)?

Bestimmen Sie die Sprungstellen von gkN sowie die dort angenommenen Funktionswerte.
Zeigen Sie: kN € O(log)

Zeigen Sie: kN € Q4 (log)

Zeigen Sie: gkN € O(log)

OOt W

Verwenden Sie den Primzahlsatz, der besagt dass m(n) — % fiir n — oo, wobei 7(n) die Anzahl
der Primzahlen kleiner n ist (siehe http://mathworld.wolfram.com/PrimeNumberTheorem.html
bzw. http://de.wikipedia.org/wiki/Primzahlsatz).

Hinweis: Sei p; die i-te Primzahl. Betrachten Sie die Zahlen (n € N):
log,,, (m)
o= Lol
pisn

Was ist deren kleinster Nichtteiler?



BTU Cottbus, Lehrstuhl fiir Theoretische Informatik Ubungen Effiziente Algorithmen I SS 15

Aufgabe 5
Wir betrachten eine (nxn)-Matrix A iiber dem Kérper ({0,1}, A, V). Sei A* := >"2°, A’. Geben
Sie einen Algorithmus an, der A* mit logn vielen Matrixmultiplikationen bestimmt.

Aufgabe 6
Sei G = (N, T, S, P) eine kontextfreie Grammatik in Chomsky-Normalform.

Auf P(N) definieren wir die Addition durch A+ B := AU B und die Multiplikation durch A B :=
{XeN|3Y €A 3IZecB: X —YZe P}. Dazu definieren wir die Addition und Multiplikation
von (nxn)-Matrizen iiber P(NN) auf kanonischem Weg.

Sei w = ay -+ - ay, ein Wort tiber 7" und M := (M; ;)i=1,..n+1,5 = 1,...,n+ 1 mit

M = {(X |z —a;} fiir t=1,...,nund j =17+ 1,
b 0 sonst.

und MT = Z;’iOMi , wobei M := M und M = M % M’ fiir i € N. Zeigen Sie:

SeMf, < weL(G)



