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Analysis 1
Ubung 5: Das Rechnen mit komplexen Zahlen

Aufgabe 1: Ein Dreieck auf dem komplexen Einheitskreis
Beweisen Sie, dass fiir alle komplexen Zahlen z € C mit |z| = 1 die Gleichung
lz+12 4]z - 12 =4

gilt. Welcher elementare geometrische Sachverhalt versteckt sich hinter dieser Identitét?

Aufgabe 2: Winkelverdreifachung beim Sinus
Zeigen Sie mittels komplexer Zahlen und deren Potenzen die Giiltigkeit der Identitét
sin(3p) = 3sin — 4sin® ¢
fiir alle ¢ € R.

Aufgabe 3: Eine Summe von Kosinusausdriicken
Finden Sie einen geschlossenen Ausdruck fiir die Summe
1+ cosp + cos(2¢) + ... + cos(ngp)
fiir alle n € N und alle ¢ € R mit ¢ # 2kn, k € Z.

Aufgabe 4: Komplexes Wurzelziehen

Bestimmen Sie jeweils alle komplexen Losungen der folgenden Gleichungen.
(a) 23 =1
(b) 22 +4iz—4(1—i)=0
(c) (z4+1)2—-242i=0

Aufgabe 5: Ein Konjugationsargument
Fir » € R mit r # 0 und n € N mit n > 2 betrachten wir die Gleichung
2=

Es sei z* € C eine Losung dieser Gleichung. Zeigen Sie, dass dann auch z* diese
Gleichung 16st.



Hausaufgabe 1: Eine Identitit iiber den komplexen Zahlen
Beweisen Sie die Giltigkeit der Identitdt
1= zwf — [z —wl* = (1= [2[*)(1 — [w]?)

fiir alle komplexen Zahlen z,w € C. (3 Punkte)

Hausaufgabe 2: Winkelverdoppelung beim Tangens

Zeigen Sie mittels komplexer Zahlen und deren Potenzen die Giiltigkeit der Identitét

2tan ¢
tan(2p) = ———~
an(2¢) 1 — tan? %)
fiir alle ¢ € R mit ¢ # 2(2k + 1)7 und ¢ # +(2k + 1), k € Z. (3 Punkte)

Hausaufgabe 3: Nochmal komplexes Wurzelziehen
Bestimmen Sie jeweils alle komplexen Losungen der folgenden Gleichungen.
(a) 2° = —z
(b) 22+ (=5 +4i)z+25—25i=0
(c) 2% +8=423
(10 Punkte)

Hausaufgabe 4: Eigenschaften der komplexen Einheitswurzeln

Fiir n € N mit n > 2 sind die Losungen der Gleichung z"™ = 1 bekanntermaflen geméaf

2k 2k
zk::cos<7r>+isin(7r), k=0,1,...,n—1
n n
gegeben. Beweisen Sie die Giiltigkeit der folgenden Aussagen.
(a) Fiir jedes m € {1,...,n — 1} gilt X7 2" = 0. (2 Punkte)

(b) Es gilt 3771 |1 — 2| = 2 cot(r/(2n)). Hierbei bezeichnet cot ¢ := cos ¢/ sin ¢
den Kotangens von ¢ € R mit ¢ # ¢, £ € Z. (3 Punkte)

Hausaufgabe 5: Eine Summe von Sinusausdriicken

Zeigen Sie fir alle n € N und ¢ € R mit ¢ # kn, k € Z, die Giiltigkeit der folgenden
Identitat mittels komplexer Zahlen und deren Potenzen.

3" sin((2m — 1)) = S0
me1 Slng@

(4 Zusatzpunkte)
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