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Das Haupttridgheitsmoment eines starren Kérpers (Quader) soll nach verschiedenen Messverfahren be-
stimmt werden. Die Messunsicherheiten der unterschiedlichen Methoden sind dabei zu vergleichen.

1. Theoretische Grundlagen

1.1 Rotation eines Massepunktes
Ein Massepunkt, der sich mit der Geschwindigkeit ¥ bewegt, besitzt beziiglich eines festen Punktes 0
den Drehimpuls

L=m-FxB)=7Xp. (1)

73 Rotiert der Massenpunkt mit der Winkelgeschwindigkeit @ (Drehvektor) auf
einer Kreishahn um 0 mit Radius 7, so ist

7 V=wXT (2)
- = Da w senkrecht auf 7 steht, gilt fiir den Betrag des Drehimpulses
L=m-r-w. (3)
Bild 1: Definition des
Drehimpulses Die kinetische Energie des Massenpunktes ist
Epin =Yom-v?2 = %L -w =Ym-r?- w? (4)

Es besteht eine enge Analogie zwischen der mathematischen Beschreibung von Translations- und Ro-

tationsbhewegungen. Dabei entspricht der Drehimpuls L dem Bahnimpuls p und die Winkelgeschwin-
digkeit @ der Translationsgeschwindigkeit . Der Masse bei der Translation entspricht nach Gleichung
(3) und (4) bei der Rotation die GréRe

J=m-r?, (5)

die als Tréigheitsmoment des Massepunktes bzgl. der gegebenen Drehachse bezeichnet wird.

1.2 Rotation starrer Korper
Zur Beschreibung eines starren Korpers um eine beliebige Achse wahlen wir den Koordinatenursprung
0 auf der Rotationsachse. Der Drehimpuls eines Massenelementes m; des Kérpers ist nach Bild 2

Liy=m;-(r; Xv). (6)
Der Gesamtdrehimpuls ist also
L= Zi Li (7)

Bild 2 zeigt, dass die Richtungen des Drehimpulses und der Winkelgeschwindigkeit nicht tGbereinstim-
men mussen. Der Drehimpulsvektor kann ausgedriickt werden durch
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L=] w (8) z
wobei man J als linearen Operator aufzufassen hat, der dem Vektor @ einen N mi
Vektor L zuordnet. Er wird als Trégheitstensor bezeichnet. -
Dieser Tragheitstensor kann in Matrixform dargestellt werden. Setzt man Z)’
namlich Gleichung (6) und (2) in Gleichung (7) ein, so erhalt man _r:
L=);m;: (ri X (w X rl-)). (9) f 777777777 .
Die Ausfiihrung dieses zweifachen Kreuzproduktes liefert unter Verwendung X
des Entwicklungssatzes a x (I; X ¢) = b-(G-¢&)—2¢- (a- B) Bild 2: Drehimpuls und
Winkelgeschwindigkeit
Ly = Jux - Wx + [y - Wy + Jyz - 0, eines Massenelementes
Ly =]yx'(‘)x +]yy'a)y +]yz'wz (10)

L, = J;x - wy +]zy "y, + /0w,

Die Diagonalelemente haben die Form

Jox = 2imy - (2 —x2) =Xim; - % + 22) = Xym; - 12
Jyy = Ximi - (2 = yi®) = Ximy - (62 + 2,2) = ¥ym; - 1,2 (12)
Joz =2im; - (2 —z2) =Yim - (k2 + %) = Xym; - 1,

wobei 1y, 1y, 1, die Abstande von der x-, y- bzw. z-Achse sind, wahrend r der Abstand vom Ursprung 0
ist. Die Nichtdiagonalelemente haben folgende Form:

]xy :]yx =Xim; X" Y
Jxz =Jzx = 2Ximy - X+ Z4 (12)
Jyz =Jzy =2imyi - yi - Z; .

Bei Kérpern der Dichte g kénnen die Summationen in Gleichung (11) und (12) durch eine Integration
ersetzt werden. Fir ein Diagonalelement gilt dann:

]xx:fy Q'(Tz_xz)'dV:fV Q'sz'dV. (13)

Jeder Korper besitzt eine Achse durch den Schwerpunkt mit maximalem und eine andere, dazu senk-
rechte Schwerpunktachse mit minimalem Massentragheitsmoment. Diese beiden und die dritte, zu
beiden senkrecht stehende Achse werden als Haupttragheitsachsen bezeichnet. Sie fallen mit den
eventuell vorhandenen Symmetrieachsen des betrachteten Korpers zusammen. Die zugehorigen Mas-
sentragheitsmomente heilen Haupttragheitsmomente J,, J,, und J,.

Legt man das Koordinatensystem so, dass seine Achsen mit den Haupttragheitsachsen zusammenfal-
len, verschwinden alle Nichtdiagonalelemente von J, und Gleichung (10) vereinfacht sich zu
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J, 0 O
L=(0 J, 0] -&. (14)
0 0 J,

Lasst man einen Korper um eine beliebige starre Achse rotieren, so sind im Allgemeinen alle drei Kom-
ponenten der Winkelgeschwindigkeit @ von 0 verschieden. Da @ durch die starre Achse raumfest ge-

halten wird, rotiert das korperfeste Koordinatensystem und damit L um die starre Achse. Die zeitliche

Anderung des Drehimpulses L erfordert an der Rotationsachse das Drehmoment

_, dL

M= (15)

das sich bei @ = Kkonst. als ,,Unwucht” rotierender Kérper duRert. Fillt jedoch die starre Achse mit
einer Haupttragheitsachse zusammen, so besitzt @ nur eine von 0 verschiedene Komponente und nach

Gleichung (14) zeigt L dannimmerin Richtung der Achse. In diesem Fall verschwindet das Drehmoment
auf die Achse (bei w = konst.), der Kérper ist ,ausgewuchtet.

1.3 Der Satz von Steiner

Nach Betrachtung von Rotationsachsen durch den
Schwerpunkt eines Korpers wird nun der Koordina-
tenursprung in den Schwerpunkt S des Kérpers mit
der Masse m gelegt und dessen Rotation um die
Achse A, die nicht durch S geht, untersucht (Bild 3).

Das Massentragheitsmoment bezliglich A ist
2
Ja=2Xim; - R (16)
Wegen

R*=a’+n1%—-2a-1r-cosa; (17)
Bild 3: Tragheitsmoment fir beliebige Achsen
erhalt man aus der Gleichung (16)

Ja=m-a*+Y;m;-r?>—2a-Y,m;-r;-cosa;, (18)

Der mittlere Term ist gerade das Massentragheitsmoment /s bezuglich der zu A parallelen Schwerpunk-
tachse. Im letzten Term der Gleichung (18) sind die Produkte 7; - cos @; die Projektionen der Ortsvek-
toren auf die x-Achse. Der Term verschwindet, denn

DM -1+ COSa = X;m; - X; =M - Xg (19)

X ist aber gerade die x-Koordinate des Schwerpunktes, der im Koordinatenursprung liegt. Fir das
Tragheitsmoment um eine beliebige Achse A ergibt sich somit aus Gleichung (18) der Satz von Steiner:

Ja=Js+m-a® (20)

wobei /s das Massentrdagheitsmoment um die zu A parallele Schwerpunktachse ist.
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1.4 Experimentelle Bestimmung von Massentragheitsmomenten

1.4.1 Verwendung der Drillachse

Zur Messung von Massentragheitsmomenten kann man eine Torsionsfeder verwenden, die beim Aus-
lenken des Korpers aus der Ruhelage ein zum Auslenkwinkel proportionales Drehmoment

M=-D-¢

(21)

erzeugt. Der Faktor D wird als zur Torsionsfeder gehoriges Direktionsmoment (auch Direktionskon-

stante, Richtkonstante oder Federkonstante) bezeichnet.

:‘%:r""“gl—“““cmﬂdauer

T=2T['\/j.
D

~

Bild 4: Drillachse mit montiertem horizontalen
Stab

1.4.2 Bestimmung nach dem Energieerhaltungssatz

Zur Bestimmung des Massentragheitsmomentes nach dem Energieerhal-
tungssatz wird derselbe Korper auf dem kugelgelagerten Zylinder ange-
bracht. Die beiden liber eine Rolle gefiihrten Faden mit angehangten Ge-
wichtsstlicken werden aufgewickelt. Wird der Kérper danach freigegeben,
flihren die Gewichtsstlicke eine gleichmaBig beschleunigte Translationsbe-
wegung und der Korper eine gleichmaRig beschleunigte Drehbewegung aus.
In der Zeit t bewegen sich die Gewichtsstiicke mg.; = m; + m;, um die Stre-
cke h abwarts und setzen die potentielle Energie

Epot = Mges " 9 ° h (23)
in die kinetische Energie der Gewichtsstlicke

Eyin = 1/27nges -2 (24)
und in Rotationsenergie des rotierenden Kérpers um

Eror = V2fs - w? (25)
Der Energiesatz ohne Bertlicksichtigung der auftretenden Reibung lautet

Epot = Ekin + Erot (26)

In nachstehender Gleichung sind mg.s, g, h, r, t bekannt bzw. werden ge-
messen. Die Endgeschwindigkeit v der Gewichtsstlicke ist gleich der Umlauf-
geschwindigkeit der Trommel nach der Zeit At.

Die entstehende Schwingung hat die Schwingungs-

(22)

Das Direktionsmoment D kann bestimmt werden
nach dem Hookeschen Gesetz (Gleichung (21))
= oder mit der Gleichung (22) durch Messung der
Schwingungsdauer T eines Korpers bei bekanntem
Massentragheitsmoment J.

LA LA L L A R U UL UL L L R R |
I
Nyl

Bild 5: Versuchsanordnung
nach Energieerhaltungssatz



M16 — Massentrdagheitsmoment — verschiedene Messverfahren Physikalisches Praktikum

Mit diesen MessgrofRen ergibt sich:

_ gt
]S_mges'rz'(z.h_l) (27)

2. Versuch

2.1 Versuchsvorbereitung

Aufgabe 1: Leiten Sie in der Versuchsvorbereitung die Gleichung (27) aus dem Energieerhaltungssatz
(Gleichung (26)) her und Uberprifen Sie das Ergebnis durch Herleitung aus dem dynamischen
Grundgesetz der Rotation M = ] - a (Steinerschen Satz ] = J¢ + m - 2 verwenden).

Aufgabe 2: Warum ist das Massentragheitsmoment bezliglich einer Schwerpunktachse immer kleiner
als das fur eine parallele Achse, die nicht durch den Schwerpunkt geht?

2.2 Versuchsdurchfiihrung

2.2.1 Verwendete Geridte

Drillachse, Federkraftmesser, starrer Kérper (Quader), Laborwaage (Messtisch), Messschieber, Bligel-
messschraube, Stoppuhr, Versuchsanordnung zum Energiesatz

2.2.2 Versuchshinweise
Aufgabe 1: Bestimmung des Direktionsmomentes D der Torsionsfeder

a) nach dem Hookeschen Gesetz (siehe Bild 6)

¢ Ermitteln Sie mit Hilfe eines Federkraftmessers
die Kraft F fur zwei unterschiedliche Hebel-
armlangenr.

e Befestigen Sie zunachst den Stab mittig auf der
Drillachse und den Federkraftmesser am Ende
des Stabes (kleines Loch nutzen).

e Lenken Sie die Drillachse mit dem Federkraft-
messer um @=m...37 in ¥2 m -Schritten aus.

® Bestimmen Sie den Radius 7.

* Beachten Sie, dass 1, groBer sein sollte als 1. gi1y 6: Aufbau Drillachse mit Stab
(Kraftiibertragung sonst zu grof3)

E( .4 D

| C— (8

b) nach der Schwingungsmethode
e Bestimmen Sie die Masse m (Oberschalenwaage am Widgetisch) und die geometrischen Abmes-
sungen des Stabes. Befestigen Sie den Stab mittig auf der Drillachse.
* Bestimmen Sie die Schwingungsdauer T fir 10 Schwingungen mit der Stoppuhr.
e Fiihren Sie die Messung 5-mal durch.

Aufgabe 2: Bestimmung der Massentragheitsmomente (achsenbezogen) eines Quaders nach der
Masse m bzw. den geometrischen Abmessungen x, y, z

e Legen Sie selbstandig die Seiten des Quaders (x, y, z) fest (wichtig fiir die Aufgaben 3 und 4).
* Bestimmen Sie die 3 Kantenldngen des Quaders mit Hilfe eines Messschiebers.
e Ermitteln Sie die Masse m des Quaders (Laborwaage am Wigetisch).

-5-



M16 — Massentrdagheitsmoment — verschiedene Messverfahren Physikalisches Praktikum

Aufgabe 3: Bestimmung der Massentragheitsmomente (achsenbezogen) eines Quaders mit der
Schwingungsmethode

e Befestigen Sie den Quader mit der jeweiligen Drehachse auf der Drillachse.
® Bestimmen Sie die Schwingungsdauer T fir 10 Schwingungen mit der Stoppuhr.
e Flihren Sie die Messung 10-mal durch.

Aufgabe 4: Bestimmung der Massentragheitsmomente (achsenbezogen) eines Quaders aus dem Ener-
gieerhaltungssatz

¢ Bestimmen Sie den Durchmesser d der Zylinderwelle mittels einer Bligelmessschraube.

e Legen Sie die Fallstrecke h fest (Bezugspunkt ist Unterkante des rechten Gewichtsstiicks).

e Stecken Sie den Quader mit der jeweiligen Achse auf. Rollen Sie die Sehne auf die Zylinderwelle
und messen Sie beim Loslassen die Zeit t fir das Durchlaufen der Fallstrecke mit der Stoppuhr.

e Wiederholen Sie ebenfalls die Messung 10-mal fiir jede Achse.

2.3 Versuchsauswertung

Aufgabe 1: Bestimmung des Direktionsmomentes D einer Torsionsfeder nach dem Hookeschen Gesetz
sowie nach der Schwingungsmethode

* Bestimmen Sie die Direktionsmomente D; und D, beider Radien r aus den Anstiegen der graphi-
schen Darstellung F = f(¢) (@ in Bogenmaf verwenden!) und ermitteln Sie durch Einzeichnen
der Fehlerbalken die entstandene relative Messunsicherheit.

e Leiten Sie eigenstandig die zur Berechnung des Direktionsmomentes bendtigte Bestimmungsglei-
chung aus der Gleichung (21) her.

* Bestimmen Sie das bendtigte Massentragheitsmoment | des Stabes nach Abschnitt 3 aus der
Masse m und den geometrischen Abmessungen und ermitteln Sie die Messunsicherheit durch eine
Fehlerrechnung (absolut und relativ).

e Berechnen Sie das Direktionsmoment D; nach Gleichung (22) unter Verwendung des Mittelwertes
der Schwingungsdauer T und bestimmen Sie die Messabweichung aus der Summe des systemati-
schen bzw. des zufalligen Fehlers (Mittelwert, Standardabweichung, t-Verteilung).

¢ Vergleichen Sie beide Messmethoden miteinander hinsichtlich ihrer Messunsicherheiten.

Wichtig: Bestimmen Sie aus den drei Direktionsmomenten der beiden Messmethoden den , ge-

wichteten Mittelwert” des Direktionsmomentes D (siehe Abschnitt 4.4 ,Einfiihrung in
das Physikalische Praktikum®) und verwenden Sie diesen fiir die weiteren Aufgaben.

Aufgabe 2: Bestimmung der Massentragheitsmomente (achsenbezogen) eines Quaders nach der
Masse m bzw. den geometrischen Abmessungen x, y, z

* Bestimmen Sie die Massentragheitsmomente J, /,, J, der Haupttragheitsachsen aus den geo-
metrischen Abmessungen und der Masse des Quaders sowie deren Messunsicherheiten.

* Bestimmen Sie das Massentragheitsmoment Jp der Raumdiagonalachse R aus den Haupttrag-
heitsmomenten und ermitteln Sie die Messunsicherheit durch Fehlerrechnung (absolut und rela-
tiv).

e Benutzen Sie zur Berechnung die gemessenen Kantenldangen des Quaders.
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Bestimmung des Tragheitsmomentes der Raumdiagonalachse R aus den Haupttragheitsmomenten
Die Grundvoraussetzung hierfir ist, dass die Rotationsachse durch den Schwerpunkt verlauft. Das Mas-
sentragheitsmoment J beziiglich der Raumachse R ergibt sich aus der Uberlegung, dass der Wert der
Rotationsenergie E,,; unabhdngig vom Koordinatensystem sein muss, in dem die Drehbewegung be-
schrieben wird. Im Koordinatensystem, das durch die Haupttragheitsachsen vorgegeben ist, ergibt sich
mit der Gleichung (14):

Eror = VoL - @ = %(Jy - 0,2 + ], - 0,2 + ], - w,2). (28)

Liegt @ in Richtung der Raumdiagonalen, so werden seine Komponenten als
L Betrag w (siehe Bild 7) betrachtet:

W, =W COSA
wy, = w - Ccosf (29)
W, = W *COSYy

Andererseits ist auch:

Y Eror = Y2Jr - w? (30)
Bild 7: Richtungsfest- Durch Gleichsetzen der Gleichungen (28) und (30) und unter Verwendung
legung der Gleichung (29) ergibt sich:

Yo(Jy - cos® a + ], - cos? B+ ], - cos?y) - w? = Y - w?

Also lautet der gesuchte Zusammenhang:

Jr =Jx-cos*a+],-cos?B +], - cos’y (31)

Aufgabe 3: Bestimmung der Massentragheitsmomente (achsenbezogen) eines Quaders mit der
Schwingungsmethode

* Berechnen Sie die Massentragheitsmomente nach Gleichung (22) unter Verwendung der Mittel-
werte der Schwingungsdauer T und ermitteln Sie die entsprechenden Fehler.

* Bestimmen Sie das Tragheitsmoment Jp der Raumdiagonalachse R aus den Haupttragheitsmo-
menten und bestimmen Sie die Messunsicherheit durch Fehlerrechnung (absolut und relativ).

e Benutzen Sie zur Berechnung die in Aufgabe 2 ermittelten Kantenldangen des Quaders.

Aufgabe 4: Bestimmung der Massentragheitsmomente (achsenbezogen) eines Quaders aus dem Ener-
gieerhaltungssatz

* Berechnen Sie die Mittelwerte der Zeit t und bestimmen Sie die Messunsicherheiten aus der
Summe der systematischen bzw. der zufélligen Fehler (Mittelwert, Standardabweichung, t-Ver-
teilung).

* Ermitteln Sie die Massentragheitsmomente der 3 Achsen dieser Methode (geg.: mg.,=(19911)
g) und geben Sie die Messunsicherheit durch Fehlerrechnung (absolut und relativ) an.

® Bestimmen Sie das Tragheitsmoment Jp der Raumdiagonalachse R aus den Haupttragheitsmo-
menten und ermitteln Sie die Messunsicherheit durch Fehlerrechnung (absolut und relativ).

e Benutzen Sie zur Berechnung die in Aufgabe 2 ermittelten Kantenldangen des Quaders.
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Aufgabe 5: Methodenvergleich

e Fiihren Sie einen tabellarischen Vergleich aller 3 Messmethoden hinsichtlich der Massentrag-
heitsmomente J; und deren Abweichungen (Geometrie-Masse-, Schwingungs- und Fallbeschleu-
nigungsmethode) durch und bewerten Sie die Ergebnisse.

3. Erganzung

Massentragheitsmomente einiger einfacher Korper (schwerpunktbezogen)

1
Quader Z I = Sm: (b? + ¢?)
Ax
a 1
Ty Jy =gm (@ +b%
b 1 2 2
: J;==m-(a®+c?)
Vollzylinder Az
X 1 5
2r ]y =mer
Y 1
; J: =5m-@Br? +1%)
langer diinner Stab
_ 1 2
ST Js = 12 T l
[
1



